BO1 History of Mathematics
Lecture XIV

Linear algebra
Part 3: Vectors and vector spaces

MT 2020 Week 7



Vectors



Vectors

Newton (1687): parallelogram of forces

A

Cc




Vectors

Newton (1687): parallelogram of forces

A B

c D

Argand (1806): complex numbers as directed quantities in the
plane



Vectors

1 APBLICATIONS DU CALCUL INFINITESIMAL. . i
ments directs de folation autour de ces demi-axes auront lieu de Word a pp lied mostly to radius
droite & gauche, et les mouvements rétrogrades de gauche & drite.

Nous appliquerons les mémes dénominations aux deux espéces de vectors
mouvements que peut prendre un rayon vecteur mobile en tournant
autour d'un point de manibre & parcourir successivement les trois
faces d'un angle solide quelconquo; et quand le mouvement de rota-
tion du rayon vecteur sur chaque face aura lieu de droite & gauche
autour de I'aréte située hors de cetto face, cc mouvement sera nommé
direct ou rétrograde, suivant que les mouvements de rotation des plans
coordonnés, tournant de droite & gauche autour des demi-axes K,
O, OZ, seront eux-mémes directs ou rétrogrades.

Une droite AB, menée d’un point A supposé fixe 2 un point B sup-
posé mobile, sera généralement désignée sous le nom de rayon vec-
teur. Nommons R ce rayon vecteur,

Zn Yo S
les coordonnées du point A; .
A ‘
celles du point B et

a b ¢
les angles formés par la direction AB avec les demi-axes des coordon-
nées positives;
ln—a, "—b, ®—C
seront les angles formés par le méme Fayon vecleur avec les demi-axes
d négatives. De plus, la projecti gorale du rayon
vecteur sur I'axe des o sera égale, d’aprés un théoreme connu de Tri-
gonométrie, au produit de ce rayon vecteur par le cosinus de 'angle .
aigu quil forme avec 'axe des @ prolongé dans un certain sens. Cette
projection se trouvera donc représentée : si I'angle a est aigu, par le
produit o

Reosa,
etsi I'angle @ est obtus, par le produit

Reos(r—a) =— Reosa,
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Reos(x— ) = Beose, ' be referred to as a radius vector.
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“A VECTOR is thus ... a sort of NATURAL TRIPLET (suggested
by Geometry): and accordingly we shall find that QUATERNIONS
offer an easy mode of symbolically representing every vector by a
TRINOMIAL FORM (ix + jy + kz); which form brings the
conception and expression of such a vector into the closest possible
connexions with Cartesian and rectangular co-ordinates.”



Hamilton and vectors

Sir William Rowan Hamilton drew a distinction between a ‘vector’
and a ‘radius vector’:

Between 1843-1866, developed quaternions — 4-dimensional
quantities a + bi + ¢j + dk, where i? = j2 = k? = jjk = —1,
designed for use in mechanics (and geometry of 3 dimensions)

“A VECTOR is thus ... a sort of NATURAL TRIPLET (suggested
by Geometry): and accordingly we shall find that QUATERNIONS
offer an easy mode of symbolically representing every vector by a
TRINOMIAL FORM (ix + jy + kz); which form brings the
conception and expression of such a vector into the closest possible
connexions with Cartesian and rectangular co-ordinates.”

So a quaternion is a scalar + a vector
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Grassmann's ‘doctrine of extension’

Die Wissenschaft

der

extensiven Grdsse

oder
die Ausdehnungslehre,

eine neae mathematische Disciplin

dargestellt und durch Anwendungen erlautert

Hermann Grassmann
Lebrer an der Priedrich - Wilbelms - Schule zu Stettin.

Erster Theil,
die lineale Ausdehnungslehre cnthaliend.

Leipzig, 1844.
Verlag von Otto Wigand.

Die Ausdehnungslehre [Doctrine of
extension] (1862) is a heavily reworked
version of an earlier (1844) work:

The Science of Extensive Quantities, or
the Doctrine of Extension, a New
Mathematical Discipline, Presented and
Explained through Examples
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oder
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version of an earlier (1844) work:
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the Doctrine of Extension, a New
Mathematical Discipline, Presented and
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Introduced idea of objects generated by
motion — a single element generates an
object of order 1, an object of order 1
generates an object of order 2, etc.

Objects of the same order can be added
together or scaled by real numbers

Little impact at the time



Grassmann's ‘extensive quantities’

4 « The 1862 text contains a theory of
3)a+b—b=Zac+Zfe - 2pe

St She . extensive quantities
=2@+F—pe 7.
Ha—bib=Sa—Xfe+ 30 aie; +a
=3(@—pe +3pe 7. 161+ 326 + ’
=Z@—F+pe 61.
0. Fir exente s sl e sunmiichon Gest where the e; are ‘units’ and the a; are
ischer Addition und i
Bowois. Denn diose Goselzo konnen, wie bekannt, aus real numbers,

den 4 Fundamentalformeln in No. 8 abgeleitet werden.

10. Erklirung. Eine extensive Grisse mit einer Zahl
multipliciren heisst ihre simmtlichen Ableitungszahlen mit
dieser Zahl multipliciren, d. h.
p=p - Sw=3(ap)s

11. Erklarung} Eine extensive Grosse durch eine Zahl,
die nicht gleich null ist, dividiren, heisst ihre saimmtlichen
Ableitungszahlen durch diese Zahl dividiren, d. h.

12. Fiir die Multiplikation und Division extensiver Grossen
(a, b) durch Zahlen (B, y) gelten die Fundamentalformeln:
1) ap = pa,
2) afy = a(fy),
3) (a+b)y =ay + by,
Ya@+y) =ap fay
5)a-1=na,
6) af=0 dann und nur dann, wenn entweder a =0,
oder #=0,

Tya:f=aL, wenn g 2 0ist¥).
Beweis. Es sei a= Y ae, b=23Fe, wo diec Summe

sich auf das System der Einheiten e, ... e, bezicht, so ist

) Das Zeichen Q zusammengesetzt aus 7 und 2 soll ungleich
bedeuten.
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Grassmann's ‘extensive quantities’

The 1862 text contains a theory of
extensive quantities

a6+ e+,

where the ¢; are ‘units’ and the a; are
real numbers, including

» rules for the arithmetic of such
quantities

» a notion of linear independence
» dimension

>

But still had little impact

(See Mathematics emerging, §17.4.1.)
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Vector spaces defined

On the way towards developing a
‘geometric calculus’, Guiseppe
Peano axiomatised Grassmann's
collections of extensive quantities
as linear systems (sistemi lineari),
and moved to a fully abstract
setting

Clarified connection between
dimension and linear
independence — noted existence
of linear systems with infinite
dimension

Also no immediate impact!

u}
o)
1
n
it

DA



Vector spaces develop

167

Algebraische Theorie der Korper.
Von Horrn Ernst Steinitz in Berlin.

In dem vorliegenden Aufsatz ist der Begrifi ,Korper in derselben
abstrakten und allgemeinen Weise gefalt wie in H. Webers Untersuchungen
iber die allgemeinen Grundlagen der Galoisschen Gleichungstheorie®), niimlich
als ein System von Elementen mit zwei Operationen: Addition und Multipli-
kation, welche dem i und iven Gesetz
durch das distributive Gesetz verbunden sind und unbeschrinkte und ein-
deutige Umkehrungen zulassen**). Wihrend aber bei Weber das Ziel eine
allgemeine, von der Zshlenbedeutung der Elemente unabhingige Behand-
lung der Galoisschen Theorie ist, steht fiir uns der Kérperbegriff selbst im
Mittelpunkt des Interesses. Eine Ubersicht iiber allf méglichen Korpertypen
2u gewinnen und ihre ihren iigen fest-
zustellen, konn als Programm dieser Arbeit gelcen”“) Da hierbei die der
Arithmetik im engeren Sinn angehorigen Unterscheidungen zwischen ganzen
und gebrochenen GréBen nicht weiter zu verfolgen waren, wurde der Titel
Algebraische Theorie der Korper gewihlt.

Durch die hier gekennzeichnete Tendenz ist auch der Weg, den
wir einzuschlagen haben, vorgezeichnet. Wir werden von der Bildung der
einfachsten Korper ausgehen und sodann die Methoden betrachten, durch

*) Math. Ann. 43. 8. 521, —**) Nur die Division durch Null st auszuschlieen.
") Zn diesen allgemeinen Untersuchungen wurde ich besonders durch Hensels
Theorie der algebraischen Zahlen (Leipzig, 1908) angeregt, in welcher der Korper der
p-adischen Zahlen den Ausgangspunkt bildet, ein Korper, der weder den Funktionen-
noch den Zahlkorpern im gewohnlichen Sinme des Wortes beizuzahlen ist.
Jourasl fir Nathomatik. Ba. 131, Heft 3. 23

Dedekind (1879): fields and
‘modules’ needed for algebraic
number theory in famous appendices
to his third edition of Dirichlet,
Vorlesungen iiber Zahlentheorie
[Lectures on number theory];
published also separately in France,
187677
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kation, welche dem i und iven Gesetz

in ihren

durch das distributive Gesetz verbunden sind und unbeschrinkte und ein-
deutige Umkehrungen zulassen**). Wihrend aber bei Weber das Ziel eine
allgemeine, von der Zshlenbedeutung der Elemente unabhingige Behand-
lung der Galoisschen Theorie ist, steht fiir uns der Kérperbegriff selbst im
Mittelpunkt des Interesses. Eine Ubersicht iiber alle maglichen Korpertypen

2 gewinnen und ihre

Algebraische Theorie der Korper gewiblt.

Jourasl fir Mathematik, B 187. Heft 3.

fest-

zustellen, kann als Programm dieser Atbeit gelten***), Da hierbei die der
Arithmetik im engeren Sinn angehérigen Unterscheidungen zwischen ganzen
und gebrochenen GroBen nicht weiter zu verfolgen waren, wurde der Titel

Durch die hier gekennzcichnete Tendenz st such der Weg, den
wir einzuschlagen haben, vorgezeichnet. Wir werden von der Bildung der
einfachsten Kérper susgehen und sodann die Methoden betrachten, durch

*) Math. Ann. 43. 8. 521, —**) Nur die Division durch Null st auszuschlieen.

***) Zu diesen allgemeinen Untersuchungen warde ich besonders durch Hensels
Theorie der algebraischen Zahlen (Leipzig, 1908) angeregt, in welcher der Korper der
p-adischen Zahlen den Ausgangspunkt bildet, ein Korper, der weder den Funktionen-
noch den Zahlkorpern im gewohnlichen Sinme des Wortes beizuzahlen ist.
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Dedekind (1879): fields and
‘modules’ needed for algebraic
number theory in famous appendices
to his third edition of Dirichlet,
Vorlesungen iiber Zahlentheorie
[Lectures on number theory];
published also separately in France,
187677

Ernst Steinitz (1910), ‘Algebraische
Theorie der Korper' ['Algebraic
theory of fields'] — contains a
beautifully crystallised theory of
linear dependence and independence,
bases, dimension, etc., in the form it
is now taught
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Moderne Algebra, incorporating
material from lectures by Emil Artin
and Emmy Noether (1926-1928)

Paul Halmos (1942),
Finite-dimensional vector spaces —
made the subject accessible to 1st
and 2nd year undergraduates



